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ЗАМЕЧАНИЕ О ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ КОШИ 
 
А.А. Шум 
 
Функциональные уравнения в математическом обиходе (как это видно, например, 
из [1]) можно встретить в разных обстоятельствах. В ряде случаев они используются в 
определениях. Так, например, в соответствии с общепринятым определением [2] четными 
функциями являются функции, удовлетворяющие функциональному уравнению 
)()( xfxf  , а в соответствии с определениями из [3] инверсно-симметричными 
функциями являются те функции, которые удовлетворяют функциональному уравнению 
)(
1
xf
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f 
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. Самыми известными функциональными уравнениями вполне могут быть 
названы  уравнения Коши: 
 
                                           )()()( yfxfyxf  ,                                             (1) 
                                            )()()( yfxfyxf  .                                              (2) 
 Эти уравнения Огюстен Луи Коши подробно изучил в своем «Курсе анализа», 
изданном в 1821 году, указав их непрерывные решения (первое из этих уравнений 
рассматривалось еще раньше Лежандром при выводе основной теоремы проективной 
геометрии и Гауссом при исследовании нормального закона распределения вероятностей). 
Настоящая статья имеет целью напомнить известные факты об этих уравнениях и 
рассмотреть некоторые их модификации. 
Рассматриваем всюду определенные функции действительного аргумента, 
принимающие действительные значения. Функции, удовлетворяющие уравнению (1), в 
соответствии с общепринятым определением, называем аддитивными. 
Лемма 1. Непрерывная функция )(xf  аддитивна тогда и только тогда, когда 
kxxf )( , где )1(fk  . 
Содержание этой леммы широко известно, но мы напомним ее доказательство. 
Пусть непрерывная функция )(xf  аддитивна, тогда для произвольного значения x  
должны быть выполнены следующие утверждения. 
(i) )()( xkfkxf   для любого целого положительного числа k . 
В самом деле, )()()()()()( xkfxfxfxfxxxfkxf  . 
(ii) )()( xkfkxf   для любого 
n
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 , где n  – целое положительное число. 
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(iii) )()( xkfkxf   для любого рационального положительного числа k . 
 
В самом деле, если 
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(iv) 0)0( f . 
В самом деле, )0()()0()( fxfxfxf  , и отсюда 0)()()0(  xfxff . 
(v) )()( xfxf  . 
В самом деле,   )()()()0( xfxfxxff  , и отсюда в силу (iv) следует, что 
0)()(  xfxf , т.е. )()( xfxf  . 
(vi) )()( xkfkxf   для любого рационального числа k . 
В самом деле, это утверждение вытекает из утверждений (iii)–(v). 
(vii) )()( xkfkxf   для любого действительного числа k . 
Это утверждение вытекает из утверждения (vi) и непрерывности рассматриваемой 
функции. 
Из утверждения (vii) непосредственно следует, что )1()1()( fxxfxf   для 
любого действительного числа x . Это доказывает, что непрерывная аддитивная функция 
)(xf  имеет указанный вид. 
Докажем обратное. Пусть kxxf )( , тогда для любых действительных чисел x  и 
y  выполнено )()()()( yfxfkykxyxkyxf  . Но это и означает аддитивность 
функции )(xf . Лемма доказана. 
Заметим, что функциональное уравнение (1), помимо решений, указанных в этой 
лемме, имеет и другие решения, которые, однако, не являются непрерывными. Первый 
пример такого решения привел в 1905 году немецкий математик Георг Гамель (используя 
при этом специально построенный базис Гамеля [4]). 
Функции, удовлетворяющие уравнению (2), будем называть мультикативными 
(более привычное для слуха название мультипликативные функции закреплено за 
решениями еще одного уравнения Коши: )()()( yfxfyxf  ). 
Лемма 2. Непрерывная функция )(xf  мультикативна тогда и только тогда, 
когда xaxf )( , где )1(fa  . 
Содержание этой леммы также хорошо известно. Рассмотрим ее доказательство 
(которое аналогично доказательству предыдущей леммы). 
Прежде всего отметим, что мультикативная функция, равная нулю хотя бы в одной 
точке, должна быть тождественно равна нулю. Если 0)( 0 xf  для некоторого значения 
0x , то 0)(0)()())(()( 00000  xxfxxfxfxxxfxf  для любого значения x . 
Тождественно равная нулю функция очевидно является мультикативной (назовем ее 
тривиальной). Отметим также, что всякая непрерывная нетривиальная мультикативная 
функция )(xf  должна быть всюду больше нуля. Если бы нашлось такое значение 
аргумента 0x , что )( 0xf  0, то обязательно было бы )()()()2( 00000 xfxfxxfxf   
0 и в силу непрерывности функции )(xf  она должна была бы где-то стать и равной нулю. 
Пусть теперь функция )(xf  является непрерывной нетривиальной мультикативной 
функцией, тогда для произвольного значения x  справедливы следующие утверждения. 
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В самом деле,   )()()()0( xfxfxxff  , и отсюда в силу (ivо) следует, что 
1)()(  xfxf , то есть 
)(
1
)(
xf
xf  . 
(vi
о
)  kxfkxf )()(  для любого рационального числа k . 
В самом деле, это утверждение вытекает из утверждений (iiiо)–(vо). 
(vii
о
)  kxfkxf )()(  для любого действительного числа k . 
Это утверждение вытекает из утверждения (viо) и непрерывности рассматриваемой 
функции. 
Из утверждения (viiо) непосредственно следует, что  xfxfxf )1()1()(   для 
любого действительного числа x . Это доказывает, что непрерывная нетривиальная 
мультикативная функция )(xf  имеет указанный вид. 
Докажем обратное. Пусть xaxf )( , тогда для любых действительных чисел x  и 
y  выполнено )()()( yfxfaaayxf yxyx   . Но это и означает мультикативность 
функции )(xf . Лемма доказана. 
Рассмотрим  модификацию уравнения (2): 
 
                                     )()()( yfxfkyxf  ,                                              (3) 
 
где k – произвольное положительное действительное число. Функции, удовлетворяющие 
уравнению (3), будем называть k-мультикативными. 
Лемма 3. Непрерывная функция )(xf  k-мультикативна тогда и только тогда, 
когда xa
k
xf
1
)(  , где )1(fka  . 
Доказательство. 
Пусть функция )(xf  k-мультикативна. Рассмотрим функцию )()( xfkx  , тогда 
)()())(())(()()()()( yxyfkxfkyfxfkkyxfkyx   . Это означает, 
что функция )(x  мультикативна, и потому в силу леммы 2 xax )( , где )1(a . 
Следовательно, xaxfk  )( , и поэтому xa
k
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1
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функция )(xf  k-мультикативна. Лемма доказана. 
В силу приведенных выше определений для аддитивности, мультикативности и k-
мультикативности функции )(xf  требуется выполнение уравнений (1), (2) и (3) 
соответственно при любых значениях переменных x  и y . Следующая лемма показывает, 
что данные требования можно несколько ослабить. 
Лемма 4.  
1. Для аддитивности функции )(xf  достаточно, чтобы уравнение (1) было 
выполнено для любого x  и любого y  0. 
2. Для мультикативности функции )(xf  достаточно, чтобы уравнение (2) было 
выполнено для любого x  и любого y  0. 
3. Для k-мультикативности функции )(xf  достаточно, чтобы уравнение (3) было 
выполнено для любого x  и любого y  0. 
Доказательство. 
1. Пусть уравнение (1) выполнено для любого x  и любого y  0. Поскольку тогда 
)1()0()10()1( ffff  , то оказывается, что 0)1()1()0(  fff . При 0x  из двух 
значений x  и )( x  одно обязательно будет больше нуля, и отсюда следует, что 
  )()()()0(0 xfxfxxff  , а это означает, что )()( xfxf  . Поскольку 
0)0( f , то последнее соотношение выполнено при любом значении x . Из нашего 
предположения следует, что уравнение (1) будет выполнено в случае, когда хотя бы одно 
из слагаемых x  и y  больше нуля. Поскольку 0)0( f , то уравнение (1) очевидно 
выполнено и в случае, когда хотя бы одно из слагаемых x  и y  равно нулю. Остается 
установить, что оно будет выполнено в случае, когда оба этих слагаемых меньше нуля. Но 
если значения x  и y меньше нуля, то значения )( x  и )( y  больше нуля, поэтому 
         )()()()()()(( yfxfyfxfyfxfyxfyxfyxf  и 
это завершает доказательство утверждения. 
2.  Пусть уравнение (2) выполнено для любого x  и любого y  0. Тогда функция 
)(xf , равная нулю хотя бы в одной точке, должна быть тривиальна. Если 0)( 0 xf  для 
некоторого значения 0x , то для положительного значения 1x  0x  окажется 
0)(0)()())(()( 010100101  xxfxxfxfxxxfxf , тогда для любого значения 
x  будет 00)()()())(()( 11111  xxfxfxxfxxxfxf . В случае, когда функ-
ция )(xf  тривиальна, наше утверждение выполнено. Пусть функция )(xf  нетривиальна. 
Тогда )1()0()10()1( ffff  , и потому 1
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что и завершает доказательство утверждения. 
, 
3.  Пусть уравнение (3) выполнено для любого x  и любого y   0. Рассмотрим 
функцию )()( xfkx  , тогда для любого x  и любого y  0 будет выполнено 
соотношение )()())(())(()()()()( yxyfkxfkyfxfkkyxfkyx   . 
Это позволяет применить к функции )(x  утверждение 2 настоящей леммы и заключить, 
что она мультикативна. Следовательно, соотношение )()()( yxyx    выполнено для 
любых значений x  и y . Но поскольку )(
1
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а это значит, что функция )(xf  k-мультикативна. Лемма доказана. 
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